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PREFACIO

El Calculo Diferencial e Integral es uno de los principales campos de las
matematicas modernas. Sus usos y aplicaciones no solo conciernen a las
matematicas mismas sino a casi todos los campos de la ciencia moderna.

Durante muchos afios, el aprendizaje y ensefianza del Calculo se ha realizado
internacionalmente de una manera que enfatiza los aspectos operatorios,
calculatorios y algebraicos, y no tanto los aspectos conceptuales. Esto ha
conducido, muchas veces, a que no se entienda bien la naturaleza de los conceptos
y métodos que se plantean en el Calculo, y a que los cursos de Calculo se vean
como una coleccidon de recetas y formulas matematicas que pueden ser substituidas
por simples libros de tablas, por calculadoras v computadoras modernas. La
realidad es que los textos y cursos de Calculo no poseen utilidad si no se trasmite
en ellos las ideas medulares, los métodos esenciales y su utilizacion en otras partes
de las matematicas como de otras ciencias y tecnologias.

Afortunadamente, en los Gltimos afios, se ha empezado a desarrollar en
algunos de los paises mas adelantados del mundo una tendencia hacia la
comprension del Calculo de una nueva manera, con énfasis en los conceptos y su
utilizacion en centextos apropiados. En esa direccion ha contribuido mucho la
generacion de nuevas tecnologias como las calculadoras graficadoras y las
computadoras personales. Nuestro libro Elementos de Cdlculo Diferencial.
Historia y Ejercicios Resueltos se inscribe, precisamente, en las lineas de
desarrollo de las mejores tendencias actuales en torno al aprendizaje v ensefianza
del Calculo. No se trata sin embargo de una traduccién de otras experiencias, sino
de una elaboracion propia. Es decir: corresponde a una rica experiencia de trabajo
y una sistematica elaboracion de propuestas metodologicas en la Educacion
Matematica que hemos realizado los autores de este libro durante muchos afios.

Aunque esta dividido en dos partes, en cada una de ellas se busca apoyar la
comprension de los conceptos y métodos findamentales del Calculo Diferencial.

La Primera Parte. Historia del Cdlculo, constituye una rigurosa
introduccién historica a los principales temas del Calculo Diferencial e Integral. Se
busca siempre introducir Jos temas dentro del marco mas amplio de la historia de la
cultura y el pensamiento. Las explicaciones son sencillas y precisas y buscan
proporcionar los contextos historicos de los resultados y sus autores. En algunos



casos se detallan algunos razonamientos matematicos para obtener una mejor
comprension del significado de los mismos.

Esta parte se acompafia con secciones de ejercicios, que permitan realizar
antoevaluaciones del estudio de los temas o promover la reflexion y la discusion
sobe asuntos especialmente relevantes. En general, los gjercicios se dirigen a las
ideas centrales que se plantean en cada capitulo.

Para favorecer el uso didactico de este libro por parte de docentes v
estudiantes no se incorporan notas de pie de pagina, pero si se incluye una amplia
bibliografia general que ha servido para fundamentar los hechos v las apreciaciones
que contiene este libro.

Fl uso de la historia de las matematicas es uno de los mejores recursos para
motivar su comprension, aprendizaje y ensefianza. Sin ser lo Unico, ésta permite
desarrollar una perspectiva humana y social de las matematicas y las ciencias,
perspectiva esencial para hacer de las matematicas una realidad tangible, Util y
capaz de despertar sensaciones de belleza y satisfaccion intelectuales.

La Segunda Parte: Ljercicios Resueltos, busca estudiar los conceptos y
temas del Calculo de una manera mas precisa y técmica. Esta parte es un
complemento de la Primera Parte, y constituye un apoyo especial a los temas
desarrollados en nuesiro libro de texto Elementos de Calculo Diferencial {en sus
dos volimenes), que publica la Editorial de la Universidad de Costa Rica.

Ambas partes son, sin embargo, independientes. Pueden ser utilizadas de
acuerdo al interés y al deseo de los lectores. Ademas, este libro no solo sirve para
quienes utilizan Elemenios de Calculo Diferencial, también es util para aquellas
personas que usen otros textos de Calculo.

Con la introduccion de gran cantidad de materiales, informacion, referencias
y descripcién de téenicas hacia una mejor apreciacion y utilizacion del Calculo,
este libro constituye un extraordinario apoyo para los estudiantes y docentes, tanto
en la educacion secundaria como la universitaria.

Por ultimo, los autores deseamos expresar nuestro agradecimiento a la
Editorial de 1z Universidad de Costa Rica por su apoyo en la publicacion de esta
obra.

Angel Ruiz
Hugo Barrantes

Ciudad Universitaria Rodrigo Facio
Universidad de Costa Rica
28 de enero de 1997,
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PRIMERA PARTE

HISTORIA DEL
CALCULO



Capitulo 1

ENTRE INCONMENSURABLES Y
PARADOJAS

OBJETIVOS

e Describir algunas de las principales caracteristicas de las matematicas
en la Grecia Antigua.

o Explicar los conceptos de conmensurabilidad y también inconmensu-
rabilidad.

e Promover la comprension de las diferencias entre cantidades continuas
y discontinuas.

s Explicar el nactmiento de los nameros irracionales.

e Resefar algunos datos sobre la vida y la obra de Pitagoras y Thales.

e Descripcion de las dos principales paradojas de Zenon de Elea.

Podemos decir que los dos conceptos centrales que estan en la base del Calculo
Diferencial e Integral son los de continuidad ¢ infinito. Ambos se refieren a
situaciones que encontramos en nuestra relacion con el mundo fisico v social.
El movimiento de un objeto de una posicién a otra nos ofrece un ejemplo de
continuidad y asi, también, encontramos continuidad en la materia.



2 CAPITULO 1. ENTRE INCONMENSURABLES ¥ FARADOJIAS

Cuando una bola de futbol es pateada, su movimiento no se describe solo a
través de una coleccion finita de instantes. FExiste algo méas: una continuidad
en el movimiento de un cuerpo. Aunque la materia ha revelado poseer grandes
vacios microatomicos, lo que aparece como realidad en nuestras percepciones es
la continuidad de la materia. El conocimiento asume como punto de partida las
percepciones fisicas que los seres humanos poseemos en nuestra relacion con el
mundo.

Si una coleccion finita de puntos no describe suficientemente el movimiento
de un cuerpo, entonces la recurrencia al infinito es imposible de evitar: lo infini-
tamente grande y, también, lo infinitamente pequefio constituyen una referencia a
nuestra forma de responder a los problemas de la continuidad tanto en e £spacio
como en ¢l tiempo y en la relacion entre ellos.

En los primeros dos capitulos de este libro vamos a estudiar algunas de las
ideas del Calculo en tres situaciones planteadas en la Grecia Antigua:

® la emersion de los nimeros irracionales,
e las paradojas de Zenon, y

*» el Método de Exhauscion desarrollado por Eudoxo y Arquimedes.

Vamos a empezar con una breve descripcion de los origenes de las matematicas
griegas, en particular con la obra de Thales y Pitagoras.

1.1 Thales y Pitagoras

Las grandes Civilizaciones del Bronce que se desarrollaron en Egipto y Mesopo-
tamia cedieron su papel intelectual dominante ante la cultura que se concentraba a
lo largo de las costas del Mar Mediterraneo. Se suele Hamar al periodo dominado
por las civilizaciones del Mediterraneo la Era Talasica (“Edad del Mar”): digamos
entre los afios 800 a. C. y 800 d. C..

La primera parte de esta “era” se suele llamar helénica y hace referencia a la
gran cultura griega que, sin duda, cred un fundamento decisivo de la civilizacion
occidental.
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Foto 1.1.  Thales de Mileto (c. 625- ¢. 545 a.C)

Thales de Mileto y Pitagoras de Samos constituyen la primera referencia del
quehacer matematico de la cultura griega, entendiendo las matematicas como una
disciplina con sus caracteristicas propias. No se sabe cuanto de lo que se les
atribuye como resultados matematicos les corresponde en efecto. No existen obras
que directamente nos den prueba de su labor como tal vez se puede decir de las
de Herodoto, Platén o Hesiodo. Tampoco podemos estar seguros de cuanto fue
producto del trabajo de matematicos de siglos posteriores o si se trataba de logros
adquiridos en las tradiciones egipcias o mesopotamicas. Es necesario recordar
que tanto Thales como Pitdgoras viajaron por aquellos maravillosos centros de



4 CAPITULO L ENTRE NG ONMENSURABLES ¥ PARADOLAS

cultura (incluso a la (ndia en el caso de Pitagoras) que, aunque habian perdido su
impulso creador y su fortaleza socioecondmica, todavia constituian un poderoso
punto de referencia del que se nutri6 el pensamiento helénico. (De los babilonios,
por ¢jemplo, se conocen resultados matematicos de 1000 afios antes de Thales).
Si parece ser un dato incuestionable que Thales fue el primer sabio al que se le
atribuye progresos concretos en las matematicas v lo mismo sucede con Pitago-
ras. A Thales se le atribuye el inicio de la geometria deductiva y con relacion a
Pitagoras la tradicion pone énfasis en dimensiones aritméticas y de la teoria de
numeros aunque se mencionan importantes resultados geométricos,

A Thales se le atribuye el teorema de que un angulo inscrito en una semicir-
cunferencia tiene que ser recto y, también, que el circulo se divide en dos partes
iguales por un diametro.

Para los pitagdricos las fracciones, por ejemplo, eran razones entre dos nimeros
abstractos y, aunque consideraban a los numeros como fundamento de la natu-
raleza, le daban un sentido muy abstracto a los nimeros. Precisamente a la par
de la importancia de la I6gica, esta separacion intelectual de la medicién y el
calculo utilitario es una concepcién que se acerca a nuestra matematica moderna.
La transicion a una vision no solo técnica y practica sino tedrica de la aritmetica,
que se suele atribuir a los pitagoricos y que caracterizo la matematica griega, fue
dectsiva para el progreso de las matematicas come ciencia.

En esta primera etapa del desenvolvimiento cultural griego tuvieron gran im-
portancia las ideas de los pensadores jonicos. la escuela Jonica, de la que se
afirma que su fundador y dirigente fue precisamente Thales. Posteriormente, la
produccion intelectual irfa trasladandose a otras ciudades.

Hablemos un poco mas de Pitagoras. Este fue un filésofo Y matematico griege
cuya existencia se ha llegado a dudar. Se dice que nactd en Samos, en una familia
acomodada de un grabador o comerciante de piedras preciosas preocupado por la
educacion del cuerpo y el espiritu de su hijo.

Se afirma que viajo por Egipto, Asia Menor y otros lugares de Oriente, en los
que aprendio los secretos de la vida religiosa y de las matematicas de aquellos
pueblos. La influencia babilénica en los resultados que se le atribuyen es notable.
Tanto que se afirma que el famoso Teorema de Pitdgoras va habia sido demostrado
por los babilénicos. En algunas ocasiones se ha dicho que fue discipulo de Thales,
pero la diferencia cronologica (no menos de 50 afios) hace esto algo no tan seguro.
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Foto 1.2, Pitdeoras de Samos (c. 3807~ 300 a.C)

Cuando regreso a Samos encontrd la isla en ruinas v bajo la dictadura de
Policrates. Se trasiadd a Atenas y, poco después, se retird a Crotona, colonia
doria del sur de ltalia, donde fundé una comunidad religiosa, politica v cientifica,
que se relaciono con el orfismo y con los culios dionisiacos La finalidad de esta
secta era una vida mas perfecta con ejercicios de purificacion v elaboracion de las
matematicas. Como era una secta secrela y dada ia falia de escritos no se sabe
que resultados pueden decirse fueron de Pitdgoras y cuales de sus discipulos.

El fundamento de su doctrina consiste en la teoria de los nimeros: cada cosa
s un numero especifico v distintas cosas significan Gnicamente distintos nimeros.
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En musica descubrieron la relacion entre los sonidos y la longitud de la cuerda
vibrante y, por lo tanto, entre la musica y las matematicas: esto abrit el camino
de la armonia de las esferas, pues sostenian que la relacion entre los diametros
de las orbitas de los astros es proporcional a la que existe entre las longitudes de
las cuerdas musicales. Creyeron en la esfericidad de la Tierra y en su movimiento
alrededor de un fuego central y se dice que explicaron los eclipses y las fases
lunares.

En matematicas, se les atribuye el Teorema de Pitagoras, la aplicacion de la
aritmética a la geometria y la tabla de multiplicar.

1.2 Continuidad, infinito e inconmensurables

El famoso filésofo griego Zendn formuld unas paradojas que hacian referencia
precisamente a temas relacionados con las nociones de continuidad e infinito.
Desde entonces sus planteamientos han cautivado la imaginacion de la humamdad.

Antes de analizar estas paradojas, vamos a recordar el descubrimiento de los
“inconmensurables” en la Grecia antigua. Sobre la introduccion de los inconmen-
surables se han tejido muchas historias y leyendas y, como ha sucedido con casi
todos los asuntos de la Antigiiedad, las explicaciones historicas no llegan a ser tan
precisas y exactas como nos gustaria. Podemos decir que el descubrimiento de los
irracionales emergid de varios asuntos tratados matematicamente: la razon entre la
diagonal de un cuadrado y su lado, de un pentagono regular o un cubo con su lade
(0, en general, por el uso del teorema de Pitagoras en tridngulos isosceles). Estas
razones no eran nimeros racionales. Su descubrimiento significd gran conmocion
en la comunidad matematica y cientifica de la época v, se supone, que especial-
mente en las filas de los pitagdricos (un grupo mitad cientifico y matematico y
mitad religioso).

El impacto en el pitagorismo habria sido grande en particular debide a su
principio filosofico de que los numeros enteros y racionales (las fracciones) de-
scribian la realidad (constituian su esencia). Evidencia de este impacto se recoge
en los Didlogos de Platon y en fragmentos de la obra de Aristoteles. Expliquemos
un poco mas este asunto tan interesante y trascendental para la evolucién de las
matematicas.
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Lo continuo y lo discreto

Los numeros enferos facilmente sirven para representar objetos (por gjemplo: 5
naranjas, 28 metros, etc.), y una razon conmensurable representa una relacion entre
dos colecciones de objetos (; de naranja, % de kilometro, etc). Se usa la palabra
discreto para sefalar esta caracteristica de algunas cosas reales (puntos, cosas o
elementos separados y contables). La razon de distancias puede ser conmensurable-

am. D

2m 2

5y 2 representan colecciones discretas de objetos. Pero no siempre la razén
entre dos longitudes, dos areas, dos volimenes, dos tiempos v otras cantidades
es conmensurable. Mas bien, generalmente se dan razones inconmensurables.
Podemos decir que esas cantidades son confinuas. Por ejemplo, los griegos sabian
que /2 existia puesto que en el triangulo rectangulo ABC

<

Cf =1

A O
AB — 1
Figura 1.1.  Tridngulo rectangulo

V5

con AB =1y CB — 1 por el teorema de Pitagoras

[CB]* + [AB]? = [AC)?

¥ tenemos que
AC — V9.

Y +/2 no es conmensurable, es decir: no existen dos nimeros p v q enteros tales
que

P—va.

q
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Razdn de la diagonal del cuadrado v su lado

La razon de la diagonal de un cuadrado y su lado no es conmensurable (s
irracional . D - e

¥E;

Figurae Lo,  Razon cuadrodo v lado

. . fw .

es racional go puede hacer de mavera “indirecia

T @4 g Cconira

s

viiccion, to contrana no e clerte, v ose estableceria lo que se desea. En

cmesiar la proposicicn £

fGgicas & parir 4

.
e
]

uns
os 5o conciuve que ‘oo 7 ne o8 cierts v, por o tanto, [°

s A g Ay Ring
CONITadSsIon, Ny

cerdaders.

bagn de Fediccion of aosurda.

- H - PO A, P e P O i B ey P w5 i e
o8 4 la demoshacion supongs que § {ia razon de ia diagonal v el lade

[

-“htﬂcl'fp
o R

L
|

/

donde @ y b son commensurables {enteros) y no tienen factores en comin {fo que
medernamenie se llama ser “pritnos retativos”). Por el teorema de Pitagoras se
fene

I §2 Fs iz
€ 5 s
. N 2
[ fedt”
B i
e — Y —= [ 2
I 7
& Lo

Por la hipatesis y la ecuacién anterior:
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¥ntonces:

ST U,2 — sz

Esto significa que a® es par y, por eso, a es también par. Note que b no puede
ser par porque si « v b fueran pares, tendrian factores en comun (fo que se supuso
no era el caso). Entonces b es impar. Por ser par, a — 2k (para algin & entero) y
sustituyendo en la ecuacion

(2k) = 2

—= Ak? = op?

—= 2k b

= b? es par y, también, b es par. Pero b no puede ser par e impar a la

vez. Por lo tanto, la hipdtesis que ¢ era conmensurable nos lleva a contradiccion,
!

Entonces £ no es conmensurable.
i

Veamos ahora otro caso famoso.

Razon de la diagonal del cubo vy su lado

El catculo de la razon de la diagonal de un cubo vy su lado también da un
inconmensurable; /3.

Considere el siguiente cubo donde hemos sefialado algunos puntos {esquinas):
A B C vyD
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Figura 1.3. Razén: cubu y lado
Por el teorema de Pitagoras:
e 2
ACT - AB™ + BC

ACS 121?92

Para calcular la diagona! d del cubo, se debe encontrar el segmento AD.

que la respuesta esta en el tridgngulo rectangulo
D

'

Figura 1.4. Diagonales en el cubo

4t =AD" = A | CD"
(por el teorema de Pitagoras otra vez)

= A= E 3

Note
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— o3y 4 -3

un irracional.

La seccion aurea

Otro asunto que condujo a la existencia de irracionales se dio en torno a
la construccidn y propiedades del pentagono estrellado. Considere el pentagono
regular ABC'DFE: .

D

I &

A B
Figura 1.5, Pentdgono regular

y tracemos las 5 diagonales del mismo.

D

Figura 1.6. La seccion durea

Se obtiene otro pentagono regular A'B'C'1'E’. Cada punto A', B'. ' D' E
divide la diagonal correspondiente en 2 segmentos.
El resultado que se obtiene es extraordinario:
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“La razén de la diagonal al segmento mas largo es igual a la razon
del mismo segmento al segmento mas pequefio”.

Por e¢jemplo, en la figura anterior:

AD AA
AN AD
También: o
AC  ADY
AD' DC

Llamemos la diagonal con d y el segmento mayor con z (piense en AD — d 'y
AA’ = ). Entonces la razén se puede escribir

lo que modernamente decimos da una ecuacion de segundo grado:
dld —x) = 2°

= d® —dr — 2*
e %+ dr — d* = 0.

Si d es racional, no existe z racional que satisfaga esa ecuacion. Es decir, = es
inconmensurable.

No se sabe si los pitagoricos plantearon efectivamente la division de la diagonal
de esa forma, ni tampoco si utilizaron algunos métodos algebraicos babilonios
para estudiar lo que esta ecuacion representa. Lo mas probable es que usaron los
métodos geométricos que luego aparecieron en los Lilementos de Euclides.

Ia subdivision de la diagonal del pentdgono regular de la forma que hemos
visto, recibié el nombre de “seccion aurea” dos mil afios méas tarde.

Note que el proceso de trazar diagonales en el pentagono se puede repetir
indefinidamente. Podemos decir que se podria construir un mimero infinito de
pentagonos inscritos dentro de uno original. O bien: que a partir de un segmento,
Ja primera diagonal, se puede ir creando segmentos cada vez mas pequeiios, de
manera indefinida.
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Erracionales

Para que se tenga idea de la importancia de este tipo de asuntos, baste decir
que el dominio absoluto de la geometria v la debilidad del algebra en la Grecia
Antigua se suele considerar asociados a esa incapacidad para dar cuenta de la
existencia de [os numeros irracionales.

El Libro X de los Idementos de Euclides, tiempo después de los pitagoricos,
incluyd un estudio de a + Vb, a + b, Ja+ b,y \/ﬁ + /b, Se trataba de
un libro sobre los inconmensurables, donde « y b son conmensurables. Euclides,
haciéndose eco de la €poca, no considerd éste como aritmética sino como parte de
la geometria.

No poder explicar tedrica y matematicamente los numeros irracionales vy, en-
tonces, no poseer el concepto de numero real, impidio a los griegos avanzar mas
en el progreso de las matematicas y la ciencia en general,

Cuando los pitagdricos descubrieron los inconmensurables estaban precisa-
mente tecando con sus manos el asunto de la continuidad vy, también, el infinito.
Podemos decir que existe una oposicion entre lo discreto y lo continuo. Y, ade-
lantandonos, ese paso de lo discreto a lo continuo es la esencia de lo que tratan
los métodos infinitesimales. Lo que llamaremos el “paso al limite” es un paso
de lo discreto a 1o continuo. En la comprension y manipulacion matematicas de
ese “paso” es que se basa el Calculo Diferencial e Integral y el mismo constituye
todavia uno de los temas centrales y no plenamente comprendidos de la historia
de las matematicas hasta nuestros dias.

1.3 Zenon y las paradojas

Los pitagonces habian asumido a los numeros como principio para todas las
cosas, al 1gual que Thales de Mileto habia sefialado el agua como ese principio
fundamental. Otros plantearon el fuego o el aire. Heraclito de Efeso decia que
la esencia de la realidad era el cambio: “todo cambia”. Los pitagoricos con tos
nameros también asumieron la diversidad y el cambio.

La principal escuela tilosofica contraria a los pitagéricos fue ta de Parménides
de Elea (alrededor de 460 a. C.). Los eleaticos decian que el ser era unidad y
permanencia: nada cambia, todo es permanente, no hay diversidad sino unidad.

Zenon de Elea fue el principal discipulo de Parménides en el siglo V a. C.
Zendn formulo cuatro paradojas dirigidas contra dos visiones del espacio y tiempo
de la época:
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e una que espacio y tiempo eran infinitamente divisibles (por lo que el movi-
miento serfa continuo y suave),

* y otra que se dividian en un conjunto infinito de pequefios intervalos (el
movimiento seria una sucesion de saltos).

Las cuatro paradojas se llaman: la de la Dicotomia, la de Aguiles, la de la Flecha
y la del Estadio.

La paradoja de la Dicotomia

La primera paradoja, recogida en la Fisica de Aristoteles, establece que no hay
movimiento y ¢l argumento es sumamente interesante:

- i
A B
f N b
primera posicion segunda posicion
corredor corredor
AR
A
———
= | |
ATs I3

|

z
Figura 1.7. © Las paradojas de Zenon

RES

Un corredor debe recorrer una distancia AR
Para ello debe recorrer la mitad de la distancia

AB
2 5
pero también la mitad de la mitad
AB
4
y también )
AR AD
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y asi sucesivamente.
El corredor debe recorrer, entonces, un niimero de distancias que es infinito :

AB AB AB AB
2747 871677

Pero lo tiene que hacer en un tiempo finito.
Entonces nunca alcanzaria a la tortuga. De hecho, nada tendria movimiento. Pero
sabemos que eso no puede suceder. He ahi la paradoja.

La referencia al infinito es clara y, particularmente, la posibilidad de realizar
una particion en forma infinita nos conecta con la continuidad. Zenén opone un
tiempo finito (lo discreto) y una longitud (lo continuc). Lo discreto y continuo
enfrentados.

Hoy podemos formular el asunto en los siguientes términos: la distancia a
recorrer por el corredor es una serie infinita

S_AB+AB 7* AB+AB+
9 4 8 16

que es convergente. Es decir, con lenguaje y simbolos modernos:

AR
5= lim 2::3 = AB.

k—1

Pero para obtener lo anterior tendria que pasar mucha agua bajo el puente. En
esta paradoja se asume que el proceso se puede repetir indefinidamente (infinito)
y que una operacion repetida un infinito de veces da por resultado algo infinito.

La paradoja de Aguiles

La paradoja de Aquiles y la tortuga es parecida a la anterior. Aquiles debe
alcanzar a una tortuga adelantada una cierta distancia. Cuando Aquiles alcance
la primera posicion donde estaba la tortuga, ésta ya se habra movido hacia una
segunda posicion (aunque lo haya hecho muy lentamente). De la misma manera,
cuando Aquiles llegue a la segunda posicion, la tortuga muy despacito se habra
movido ya a una tercera posicion.
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Aquiles Tortuga
i l Ag — r[:) f]'4
f } 1 "
AT~ e A=

A; posicion de Aquiles
1% posicion dc la tortuga

Figura 1.8, La paradoja de Aquiles v la torfuga

El proceso se puede repetir indefinidamente. Por eso Aquiles, por mejor corredor
que sea, nunca podra alcanzar a la tortuga.

Estas 2 paradojas buscaban demostrar que si se asume la subdivisibilidad
indefinida del espacio y del tiempo, entonces el movimiento es imposible.

En las paradojas de la Flecha y del Estadio, Zenon buscaba demostrar que si se
asume que la subdivisibilidad no era indefinida sino que termina en indivisibles,
v entonces tampoco hay movimiento.

Es decir, se asuma la subdivisibilidad indefinida o los indivisibles, para Zendn
nio habia movimiento. Todo era permanente y estatico. El movimiento cra una
ilusion.

Las paradojas de Zendn lograron un impacto importanie entre los griegos.
Si a eso se afiade la existencia de los inconmensurables, inexplicables entonces,
podemos comprender mejor la situacion historica,

Los nameros “validos”, naturales y racionales, daban cuenta de lo discreto sin
problema. Sin embargo, las magnitudes continuas tenian que cstudiarse separadas
del nimero. La geometria fue el medio para abordar la continuidad y el infinito sin
arttmética nt algebra. Esto fue decisivo historicamente: marco las caracteristicas
esenciales de la matematica griega.

1.4 KEjercicios

FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son fulsos o verdaderos. Ln cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesia

1. La civilizacion helénica nacio de la cultura desarrollada por los romanos.



1.4, EIERCICIOS 17

2. A Pitagoras se le atribuye el teorema de que el circulo se divide en dos
partes iguales por un diametro.

3. Thales fue maestro de Pitagoras.
4. Los nimeros enteros son conmensurables.
5. La razdn de la diagonal del cubo y su lado es un numero irracional.

6. Los pitagoricos con los nimeros asumieron que la realidad era estatica y
permanente.

7. Para Zenon el movimiento era una ilusion.

PREGUNTAS DE DESARRGLLO

. Explique algunas de las dificultades que poseen los historiadores en ¢l es-
tudio de la Antigiiedad.

2. Explique el significado de la teoria que establece el nimero como funda-
mento de la realidad?

3. Mencione tres resultados matematicos que se atribuyen a Pitagoras.
4. Cite tres problemas matematicos que originaron el estudio de los irracionales.

5. Explique las diferencias entre los conceptos de conmensurable e inconmen-
surable.

6. Explique los pasos de la demostracion que la razon de la diagonal del
cuadrado no es conmensurable. Brinde ejemplos de ambos conceptos.

7. Explique qué quiere decir “se podria construir un nimero infinito de penta-
gonos inscritos dentro de uno original (...} se pueden ir creando segmentos
cada vez mas pequefios de manera indefinida”.

8. Explique la relacion entre los conceptos de infinito, continuidad e incon-
mensurabilidad.

9. Mencione y explique cuales eran las dos visiones sobre el espacio y el tiempo
que existian en la época de Zendn, Coméntelas con relacion al pensamiento
modemno.
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10. ;Hacia cual vision del espacio y tiempo iban dirigidas las paradojas de la
Dicotomia y la de Aquiles y la tortuga? Explique por qué estas paradojas
cuestionaban esa vision cosmologica.

11. ;Cual medio usaron los griegos antiguos para abordar la continudad y el
infinito, sin aritmética y algebra? Explique cémo era posible no usar la
aritmética y el algebra. Y, ademas, sefiale algunas de las consecuencias que
tuvo esta caracteristica de la matematica griega.



Capitulo 2

CALCULO DE AREAS EN LA
GRECIA ANTIGUA

OBJETIVOS

¢ Ubicar historicamente la obra de Eudoxo y Arquimedes en la evolucion
de las matematicas de la Grecia Antigua.

e Describir algunos aspectos del Método de Exhauscion utilizado en la
Antigiiedad.

o Describir los principios fundamentales que usaron los griegos antiguos
con relacion a fos métodos infinitesimales.

La etapa helenistica o alejandrina de la cultura griega se dio a partir de la
conquista del mundo griego de la época por los macedonios, un pueblo que vivia
al norte de la Grecia continental. Estas acciones destruyeron lo que se llama la
civilizacion griega clasica y abrio ¢l nuevo periodo. La conquista empezo alrededor
del afio 352 a. C. por Filipo II de Macedonia. Atenas fue derrotada en el afio de
338 a. C. El hijo de Filipo, Alejandro el Grande, conquistd Grecia, el Cercano
Oriente, Egipto y llegd cerca de la India. Alejandro murid muy pronto y su imperio
se dividio en tres partes. La que mas trascendencia tendria para la ciencia y las
matematicas fue el Imperio de los Tolomeos cuya ciudad mas importante se llamo
Alejandria.

19
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2.1 FEudoxo y Arquimedes

Para las matematicas, antes de Arquimedes varios momentos fueron importanies:
un primer momento con Thales y Pitagoras, después los trabajos de la escuela de
Eudoxo, luego el periodo de Euclides y Apolonio de Perga. El trabajo de Eudoxo
(que naci6 en Cnido alrededor del afio 408 a.C.) es considerado uno de los mas
importante del mundo griego.

Eudoxo fue discipulo de Arquitas en Tarento y tundo su escuela en Cicico
Formé parte también de ia escuela de Platon. Su principal contribucion a las
matematicas tiene que ver con la teoria de las proporciones y el método para cal-
cular el 4rea de ciertas figuras geometricas que se llama el método de Fxhauscicn,

Foto 2.1 Platén /429-34%8 a.C) y Fuclides (¢. 300 a.¢)

Euclides y Apolonio se conocen mas por el trabajo realizado por los matemati-
cos griegos del periodo clasico, que perdur6 a través de obras escritas por estos
matematicos. Ambos vivieron en el periodo alejandrino, pero se afirma que en
el caso de Apolenio su trabajo llamado Secciones (“dnicas posee en su contenido
el espiritu del periodo anterior El libro los Llementos, de Euclides, que tanta
influencia tuvo en la historia, fue un gran compendio de las matematicas griegas
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escrita en forma logica v axiomatica. En particular, se sabe que los Flementos le
debe mucho a los matematicos platonicos como Eudoxo y Teeteto.

Arquimedes estudio en Alejandria, centro de cultura y aprendizaje del antiguo
mundo griego. Se supone que estuvo en contacto con discipulos de Euclides
en esa ciudad. Los detalles de su vida s¢ saben a través de una historia del
generai Marcelo escrita por Plutarco. Su trabajo matematico incluye el calculo
de areas y volumenes por ¢l método de Exhauscion, el computo del nimero 7,
la representacion de nGmeros muy grandes en forma verbal, centros de masas,
hidrostatica y astronomia. En su juventud, construyd un planetario que repro-
ducia los movimientos del Sol, los planetas, etc.. También construyo un artefacto
ingenioso para quemar las naves romanas basado en espejos parabdlicos que con-
centraban la luz solar en un punio.

Escribid una gran cantidad de tratados, entre los que mas impactS a sus suce-
sores fue Sobre lay espirales. Aunque parece que Arquimedes tuvo predileccién
por otro: Sebre la esfera y el cilindro. Incluso pidid que sobre su tumba se pusiera
ia representacion de una esfera inscrita en un cilindro circular recto de igual altura
ai diametro de Ja esfera. Esto porgue ¢l demostro que la razon de los volumenes
del citindro a la esfora es la misma razon que la razon de sus areas: de tres a dos.

2.2 El método de Exhauscion

El métede de Exhauscion, inventado por los antiguos griegos, también planteaba el
uso del infinito. Este nace del problema de comparar las figuras curvilineas v las
rectilineas. Uno de los grandes problemas de la Antigiiedad era como reducir el
circule, olongitudes curvas, a segmentos de recta. También como reducit cuzalquier
finea curva a lineas rectas y circulos (o fo que es igual construir figuras curvas
solo con regla y compas). Aungue se conoce como “método de Exhauscién”,
no fue lamado asi por los griegos, sino mucho tiempo después por Gregoire de
St Vincent {1589-1667). Este método fue usado ampliamente por Ludoxo v
Arquimedes y su origen lo atnbuyé este iltimo al primero.

L.os matematicos previos a Eudoxo de Cnido {alrededor de 408-355 a.C.) sabian
que era posible inscribir y circunscrbir figuras rectilineas a una curvitinea y au-
mentar el numero de lados o caras indefinidamente. Perc, precisamente, ahi estaba
el problema: el infinito. Eudoxo fue el principal matematico de ta Academia fun-
dada por Platdn. No sélo se dedicd a las matematicas sino también a la ciencia en



22 CAPITULO 2. CALCULO DE AREAS EN LA GRECIA ANTIGUA

general. Algunos piensan que la estimacion de Aristoteles de que la circunferencia
de la Tierra era unos 400,000 estadios (40.000 millas) se debia a Fudoxo.

Antes de ver los detalles del método de Exhauscion conviene mencionar 2 prin-
cipios generales sobre los niimeros y sus relaciones con el infinito, que aparecieron
de diferente forma en el trabajo de los matematicos griegos.

Principios sobre limites

En torno a los procesos de limite el mundo griego usé dos principios:

o Primer principio:
“Cualquier cantidad, por mas pequefia que sea, puede hacerse tan grande
como se quiera multiplicandola por un nimero suficientemente grande”.
También se puede formular asi:
“Dadas dos magnitudes diferentes «v y # (con 5 < o ) existe entonces:

a) un numero n tal que n@ > « (esto se encuentra en el Libro V de los
Flementos de Euclides, Def. 4);

b) un nimero # tal que n(a — J) > v donde v es cualquier magnitud de la
misma clase (esto se lama el Axioma de Arquimedes, en el trabajo Sobre la
esfera y el cilindro de Arquimedes Libro 1),

o Segundo principio:

“Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor que
su mitad, y si del resto sustraemos de nuevo una cantidad no
menor que su mitad, y si continuamos repitiendo este proceso de
sustraccion, terminaremos por obtener como resto una magnitud
menor que cualquier magnitud def mismo tipo dada de antemano™.

Lo anterior se puede poner también asi:

“Dadas dos magnitudes diferentes o y 3 (con § < «, existe un
numero n tal que (1 — p)*a < &, donde p > % {esto se encuentra
en los Elementos de Euclides, Libro X, Def, 1)”

Veamos como funciona el primer principio:
Consideremos o — 2000, 5 = 2 y ~ = 8000.
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La primera forma del principio dice que podemos encontrar un n tal que
Oxn>e,;

es decir:
2 % n > 2000,

Basta considerar n mayor que 1000 v ya sale.
Por gjemplo, si n == 1500 entonces

2 x 1500 —= 3000 > 2000.

En la segunda forma del principio:

o — [ =2000—2 = 1998,

Debemos encontrar un n tal que
nx (a—0F) >~

Es decir, tal que

n % 1998 > 8000.

El mismo n - 1500 mas que sirve; pues

1500 x 1998 > 8000.

Ahora el segundo principio:
Consideremos p — %, y los mismos o y [ de antes. Se trata de encontrar ahora
un n tal que

(1-p)" xa<p
Es decir, tal que:
(1 _ j) % 2000 < 2,
O sea:

1 T
2« 2000 < 2.
(4) . =

Sin — 5 obtenemos

1 5
(4) % 2000 = 0, 000976563 x 2000 .- 1, 953195,



24 CAPITDEG 20 CALCULG DE ARKAS EN 1A GRECIA ANTIGUA

Tenemos: 1,953125 <2,

Estos principios 6o pensamos desarrcilarios extensanments en este Hbro, soie

metie debemos sefialar que fueron utilizados en varias demostraciones csencs

ic

]

de ia Antighedad.

I

pRRa

P THEON G 1i SR R FH S S YRR L F R LIV W S R L S s CUBATY

g



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































	/
	Contenido
	Prefacio
	Contenido

